
 
ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό σελ. 186 

Α2. Σχολικό σελ. 76 

Α3. Σχολικό σελ. 161 

 

Α4.  

α) Σ 

β) Σ 

γ) Λ 

δ) Λ 

ε) Σ 

ΘΕΜΑ Β 
 
Β1 

Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο   2f x 3x 2 x 9      

Από το θ. fermat ισχύει ότι f’(1)=0 

                                                        f 1 0  , επομένως 

 f 1 0 3 2 9 0 2 12 6              

Επομένως η συνάρτηση f  έχει τύπο 

  3 2f x x 6x 9x 3     

και παράγωγο 

  2f x 3x 12x 9    =                       

 
   1               3  +  

+ 
 

- + 

 
f(1)=1  τοπικό μέγιστο 
 
Β2 
Παρατηρούμε ότι  

 f 0 9 0  ,  f 1 1 ,  f 3 3   και  f 4 1  

Ακόμη 

   2 2f x 0 3x 12x 9 0 3 x 4x 3 0 x 1             ή x 3  

Επομένως  

 f x 0   για    x ,1 3,     και  f x 0   για  x 1,3  



 
Η f  είναι συνεχής στο διάστημα [0,1] ως πολυωνυμική και    f 0 f 1 0  , επομένως από Θ Bolzano θα 

υπάρχει τουλάχιστον ένα  1x 0,1  τέτοιο ώστε  1f x 0  

Επειδή όμως  f x 0   για  x 0,1 , η f  είναι γνησίως αύξουσα, άρα και 1-1 στο [0,1], άρα το 
1x  είναι 

μοναδικό. 
Όμοια στα διαστήματα [1,2] και [2,3] 
 
Β3 
Η f ΄ είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική με παράγωγο  

 f x 6x 12    

Είναι  

 f x 0 x 2     

και 

 f x 0   για x 2  και  f x 0   για x 2  

Επομένως η f  είναι κοίλη για  x ,2  , κυρτή για  x 2,   και έχει σημείο καμπής το 

    2,f 2 2, 1    

 

Β4 
Η g είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο  

   g x 1 f x    

Η εφαπτόμενη ευθεία στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  στο Α έχει εξίσωση 

    y f f x       

Για x 0  έχουμε 

   y f f       

Η εφαπτόμενη ευθεία στη γραφική παράσταση της συνάρτησης g  στο Β έχει εξίσωση 
 

          y g g x y f 1 f x                  

Για x 0  έχουμε 

     

   

   

y f 1 f 0

y f f

y f f

         

          

     

 

Δηλαδή οι εφαπτόμενες ευθείες τέμνονται πάνω στον άξονα y’y 
 
ΘΕΜΑ Γ 
 
Γ1 
Έχουμε 

   x

x 0 x 0
lim f x lim e x 1 0 0

  
      

και 

   2

x 0 x 0
lim f x lim x x 0

  
    

και 



 
 f 0 0  

δηλαδή η f  είναι συνεχής στο 0. 
Ακόμη 

    x
x

x 0 x 0 x 0

f x f 0 e x x
lim lim lim e 1 1 1

x 0 x x    

   
      

  
 

 
και 

     2 2x 0

22x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x 1x x x x 1
lim lim lim lim lim 1

x 0 x x xx
    



    

  
      


 

Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 
 
Γ2 
Το πεδίο ορισμού της f είναι το  επομένως δεν υπάρχουν κατακόρυφες ασύμπτωτες. 
Ακόμη 

x x x1 x 1 e e x e         

Είναι  

 x

x
lim e 0


   και  x

x
lim e 0


  

Επομένως από Κριτήριο Παρεμβολής είναι 

 x

x
lim e x 0


   

που σημαίνει ότι στο   υπάρχει οριζόντια ασύμπτωτη ο άξονας x’x 
Ακόμη 

   2 x 0

2x x x x

f x x x 1x x 1
lim lim lim lim 1 1

x x x x



   


      

και 

    
2 2 x 0

2

2x x x x x

x x x x 1 1
lim f x 1 x lim x x x lim lim lim

211x x x
1 1x 1 1

xx



    

 
        

  
    

 

 

που σημαίνει ότι στο   υπάρχει πλάγια ασύμπτωτη η ευθεία 
1

y x
2

   

 
Γ3 
Θα πρέπει να ισχύει 

  x x1
f x y e x x 2e x x 1 0

2
           

Θεωρούμε τη συνάρτηση  

   xg x 2e x x 1, x ,0       

Η g είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων. 
Παρατηρούμε ότι 

   g 2e 0 1 1 0          

και 

  0g 0 2e 0 1 1 0        

Επομένως από Θ Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον  ,0   τέτοιο ώστε  

   
1

g 0 ... f x
2

        



 
Γ4 
Έχουμε 

     2 2y x x y t x t x t      

Επομένως 

 
   

    
     

   

2

2 2

2x t x t x t1
y t x t x t

2 x t x t 2 x t x t

     
 

 

Από την υπόθεση δίνεται    x t y t 
   επομένως 

 
    

   

 

 

   

     

        

       

x t 0

2

2

2

2 2

2 2

x t 2x t 1
x t

2 x t x t

2x t 1
1

2 x t x t

2 x t x t 2x t 1

4 x t x t 4x t 4x t 1

4x t 4x t 4x t 4x t 1

 
 



 



 

  

   

   

 
  




 



   

    

    

 

0 1  που είναι αδύνατο. 

Άρα δεν υπάρχει t  τέτοιο ώστε     x t y t 
   

 

ΘΕΜΑ Δ 
 
Δ1 
Από την υπόθεση δίνεται 

 f 1 2   

Έχουμε υπόψιν ότι 

   
2ln x ln x ln x2ln x

x e x
x

     

Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο 

 
   

    

   

ln x ln x

2ln x

ln x

2ln x

ln x

2ln x
f x x F x x

xg x
x

x xf x 2F x ln x

x

xf x 2F x ln x

x

   
  

 
 




 

Όμως από την υπόθεση δίνεται    xf x 2F x ln x , οπότε τελικά 

 g x 0   για κάθε  x 0,   

που σημαίνει ότι η g είναι σταθερή στο  0,  

 
 
 
 



 
Δ2 
i) 
Η εφαπτομένη στο Μ(,f(1)) είναι                   
Αφού                  
 

   
   

    

   
    

   

         

   
    

   

         

   
       

   

 
     

 
   

 

Για το       
       

   
 

        

      
 

 

    
            

       

   

       
        

       

   
   

 
ii) 

 
 

 
 

x 1 x 1 x 1

2F x ln x

f x 2F xxlim lim lim 2F 1
ln x ln x x  



    

Η F είναι παραγωγίσιμη, άρα και συνεχής. 
ii) 
Έχουμε  

 
   

 
x 1

f x f 1
f 1 2 lim 2 1

x 1


   


 

και 

 
 

x 1

f x
lim 2F 1

ln x
  

Θεωρούμε  

 
 f x

g x
ln x

  κοντά στο 1. 

Άρα  

   f x g x ln x   

και 

   
x 1 x 1
limf x limg x ln x 2 0 0
 

      

Επίσης 

   x f x 2F x ln x    

Άρα 

     

     
 

x f x 2F x ln x

2F x
f x xf x 2f x ln x

x

    

  

 

Για x 1  είναι 

     
 

 
F 1

f 1 1 f 1 2f 1 ln1 F 1 1
1

        

 
 
 
 



 
Δ3 
 
Η συνάρτηση g είναι σταθερή, επομένως υπάρχει c  τέτοιο ώστε  

 
 
ln x

F x
g x c c

x
    

Είδαμε ότι  F 1 1 , επομένως 

 
ln1

F 1
c c 1

1
    

Άρα τελικά 

 
  ln x

ln x

F x
1 F x x

x
    

 

Η F είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο  0,  με: 

   ln x ln x 1
F x x x 2ln x , x 0

x

       

  ln x 1
F x 0 x 2ln x 0

x
       

Για x 0  είναι ln xx 0  και 
1

0
x
 , επομένως 

 F x 0 ln x 0 x 1       

Επομένως η F  

•  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα  0,1  

•  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  1,  

•  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το  F 1 1 , δηλαδή  F x 1  για κάθε x 0  

 
Για κάθε 0 x 1   έχουμε 

       2 2 2x x F x F x F x F x 0       

και 

 
2

x 1 0    

οπότε η εξίσωση      
22F x F x x 1     είναι αδύνατη. 

Για κάθε x 1  έχουμε 

       2 2 2x x F x F x F x F x 0       

και 

 
2

x 1 0    

οπότε η εξίσωση      
22F x F x x 1     είναι αδύνατη 

Για x 1  είναι 

     
22F 1 F 1 1 1     που ισχύει 

Άρα η x 1  είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης      
22F x F x x 1     

 
  



 
Δ4 
Γνωρίζουμε ότι 

 
2

x

ln x ln x

e x 1

F x x e

 

 
 

Επομένως 
2ln x 2e ln x 1   

Με αυτά υπόψιν έχουμε 

 

 

 

 

   

 

e e e
2 2

1 1 1

e
2

1

ee
2

1 1

e2

1

e

1

ln x 1 dx ln xdx 1dx

x ln xdx e 1

1
x ln x x 2ln x dx e 1

x

2 ln e 1 ln1 2 ln xdx e 1

e 2 x ln x x e 1

e 2 eln e e 1ln1 1 e 1

e 2 1 e 1 2e 3

   

   

       

       
 

     

         

      

  





  
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